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Analise Fatorial

P Objetivo: Descrever as relacdes de covariincia entre muitas varidveis em termos
de poucas quantidades aleatérias subjacentes e ndo observaveis

P Motivacdo: Varidveis de um grupo altamente correlacionadas entre si, mas com
pequenas correlaces de outros grupos.

P E concebivel que cada grupo de variaveis represente um fator (ou construto) que seja
o responsavel pelas correlacoes observadas



Analise Fatorial

Vamos supor cinco varidveis Y}, Y,, Y3, Y, e Y, correspondentes as notas de
estudantes em Espanhol, Inglés, Quimica, Fisica e Matematica, respectivamente.

Table 1: Matriz de correlacoes hipotética

Y, Y, Y, Y, Y

Y] 1 090 005 0,05 0,10
Y, 090 1 0,05 0,10 0,05
Y; 005 005 1 095 085
Y, 005 010 09 1 0,90
Y, 010 005 085 090 1




Analise Fatorial

Com base nas correlacdes, poderiamos imaginar dois fatores subjacentes, e nao
observaveis:

P Fator 1: Conhecimento em linguas - associado aos desempenhos em Espanhol e
Inglés, fortemente correlacionados;
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Analise Fatorial

Com base nas correlacdes, poderiamos imaginar dois fatores subjacentes, e nao
observaveis:

P Fator 1: Conhecimento em linguas - associado aos desempenhos em Espanhol e
Inglés, fortemente correlacionados;

P Fator 2: Conhecimento em ciéncias exatas - associado aos desempenhos em
Quimica, Fisica e Matematica.

E importante compreender que “conhecimento” é algo que n3o se mede diretamente,
mas que pode se manifestar através de varidveis observaveis, como as notas obtidas
nos exames.
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Analise Fatorial

Pode ser considerada uma extensdo da Analise de Componentes Principais

P Ambas s3o tentativas de aproximar S.
P A aproximacio baseada em Analise Fatorial é mais elaborada
Quest3o principal:

P Dados s3o consistentes com a estrutura prescrita?



Tipos de Analise Fatorial

Analise Fatorial Exploratéria

P> Busca encontrar os fatores subjacentes as variaveis originais amostradas

P Em geral, efetuada quando n3o se tem noc3o clara da quantidade de fatores do
modelo e nem do que representam

Analise Fatorial Confirmatéria

P Tem-se em m3os um modelo fatorial pré-especificado (modelo hipotético) e
deseja-se verificar se é aplicavel ou consistente com os dados amostrais de que
dispde



Planejamento de uma anélise fatorial

P Verificar a adequabilidade da base de dados: tamanho da amostra (desejavel
a razdo de 5 individuos para cada variavel), correlacdes significativas, KMO
adequado.
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Planejamento de uma anélise fatorial

P Verificar a adequabilidade da base de dados: tamanho da amostra (desejavel
a razdo de 5 individuos para cada variavel), correlacdes significativas, KMO
adequado.

P Determinar o método de extracdo e o niimero de fatores a serem
extraidos: métodos de extracdo (componentes principais, fatores principais,
maxima verossimilhan¢a), nimero de fatores (critério de kaiser, screeplot,
varidncia acumulada).

P Decidir o tipo de rotacdo: Varimax, Quartimax, Orthomax...



Planejamento de uma anélise fatorial
GIGO: Garbage In, Garbage Out!

Cuidado!

P A analise fatorial sempre produzira fatores. Desta forma, ela é sempre um
candidato para o fendmeno “lixo dentro, lixo fora”.

P> Se o pesquisador incluir indiscriminadamente um grande nimero de variaveis
e esperar que a analise fatorial “faca revelacdes”, a possibilidade de
resultados pobres sera alta.

P A qualidade e o significado dos fatores determinados refletem estruturas
conceituais das varidveis incluidas na anélise (base conceitual).



Planejamento de uma anélise fatorial

Questdes conceituais...

P> E responsabilidade do pesquisador garantir que os padrdes observados sejam
conceitualmente validos. A AF é capaz somente de determinar a adequacao das
correlacBes entre variaveis.

P O pesquisador deve garantir que a amostra esteja adequada 3 estrutura fatorial
inerente.

P> Por exemplo, ao avaliar os fatores de risco de uma acidente vascular, se nenhuma
variavel relacionada aos fatores genéticos for incluida, a AF n3o sera capaz de
identificar esta dimens3o.



Planejamento de uma anélise fatorial

Questdes conceituais...

P A qualidade e o significado dos fatores obtidos refletem as bases conceituais das
varidveis incluidas na anélise.

P O pesquisador n3o deve incluir indiscriminadamente inlimeras variaveis e esperar
que a AF "arrume as coisas’.

P No exemplo da avaliacdo dos fatores de risco de uma acidente vascular, incluir a
variavel, por exemplo, “cor dos olhos" interfere nos resultados da AF e n3o traz
nenhuma informac3o relevante para o objeto de estudo.



Planejamento de uma anélise fatorial

Questdes estatisticas...

P> Espera-se que haja correlacdes significativas, pois o objetivo é identificar
conjuntos de variaveis inter-relacionadas.

P> Se todas as correlacdes s3o pequenas ou iguais, o pesquisador deve questionar o
uso da analise fatorial.

P Inspecdo visual da matriz de correlacio — coeficientes pelo menos em torno de
0,30.



Planejamento de uma anélise fatorial

P Teste de esfericidade de Bartlett (BTS): O teste de esfericidade de Bartlett
testa a hipétese de que as variaveis ndo sejam correlacionadas na populacdo.

Hy:P=1
A estatistica do teste é dada por

2p+5
xX*=—{(n—1)—

In|R|

que tem uma distribuicdo qui-quadrado com v graus de liberdade, sendo

—1
v= ]M n igual ao tamanho da amostra, p igual ao ndmero de variaveis e |R|, o

determinante da matriz de correlacdo amostral.



Planejamento de uma anélise fatorial

» Medida de adequacdo da amostra: comumente utilizado o KMO
(Kaiser-Meyer-Olkin). Rencher(2002) sugere que para um modelo de Analise
Fatorial possa ser ajustado adequadamente aos dados é necessério que R! seja
proxima da matriz diagonal. O coeficiente KMO baseia-se nesse principio




Planejamento de uma anélise fatorial

em que 7;; e v;; s3o, respectivamente, os elementos na posicdo (i, ) da matriz de
_ _1.17-1
correlacdes amostral, R, e da matriz V = UR™'U, na qual U = [diag(R 1)%] :
Note que diag(R_l) é a matriz cuja diagonal coincide com a diagonal de R~ mas
com os demais elementos nulos e diag(Rfl)% é a matriz diagonal cujo i-ésimo

. . . C . : -1
elemento diagonal é a raiz quadrada do i-ésimo elemento diagonal de diag(R ). A
matriz V' é usualmente designada por matriz de correlacdo anti-imagem.



Planejamento de uma anélise fatorial

P Medida de adequacdo da amostra: Para cada varidvel: MSA (Measure of
sampling adequacy). Essa medida é bastante similar ao KM O. Novamente,
desejamos verificar a possibilidade de existéncia de uma estrutura fatorial nos
dados. A M S A deve ser calculada separadamente para cada variavel, através de

P

2
2

J=1

.



Planejamento de uma anélise fatorial

P> O objetivo é verificar se uma dada varidvel pode ser explicada pelas demais, o que
é esperado em um modelo fatorial.
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Planejamento de uma anélise fatorial

P O objetivo é verificar se uma dada variavel pode ser explicada pelas demais, o que
é esperado em um modelo fatorial.

P> Valores baixos de MS A, s3o indicios de que a respectiva varidvel pode ser
retirada da andlise, sem maiores prejuizos.

P Note que esta medida é bastante similar ao K MO, apresentando uma légica
semelhante.



Planejamento de uma anélise fatorial

Ambos variam de 0 a 1, sendo:

Table 2: Tabela de interpreta¢do do indice KMO/MSA

KMO/MSA Interpretacdo

0,80 —1,00 Excelente
0,70 —0,80 Otimo
0,60 —0,70 Bom

0,50 — 0,60 Regular
0,00 — 0,50 Insuficiente




O modelo fatorial ortogonal via matriz de correlacGes

P Seja o vetor aleatério x = [X, Xy, -+, X, |*, com vetor de médias p, matriz de
covariancias X e matriz de correlacdes P.
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O modelo fatorial ortogonal via matriz de correlacGes

P Seja o vetor aleatério x = [X, Xy, -+, X, |*, com vetor de médias p, matriz de
covariancias X e matriz de correlacdes P.
Xi — 1

P> Sejam as varidveis originais padronizadas: Z;, = —*

Oi;

P P é a matriz de covariancias do velor aleatério z, cujas componentes s3o as
variaveis padronizadas.



O modelo fatorial ortogonal via matriz de correlacGes

P Modelo fatorial ortogonal

P Construido via a matriz de correlacdo populacional

P Relaciona linearmente as variaveis padronizadas e os m fatores comuns (que s3o
desconhecidos)

P> Fatores s3o variaveis independentes



O modelo fatorial ortogonal via matriz de correlacGes

Na andlise fatorial, vamos expressar cada uma das p variaveis padronizadas como
combinac¢do linear de m < p fatores comuns F, F,,---, F a menos de um termo

correspondente ao erro €y, €5, , €,!

Zl = lllFl + l12F2 + -+ llmFm + €1
Zz = l21F1 + l22F2 + -+ l2mFm + €9



O modelo fatorial ortogonal

» F|,F,, -, F, sdo os fatores comuns ndo observaveis, ou (/atentes);

P oy, eq, 0, €, sdo os fatores especificos associados a cada variavel e,

> |

i t=1,2,-,p, j=1,2,---,m sdo chamados de cargas fatoriais, ou (loadings).



O modelo fatorial ortogonal

Notacdo Matricial

F €
F = ITQ €= €2 L
F €




O modelo fatorial ortogonal

Suposicées do modelo

Para construcdo do modelo fatorial ortogonal, algumas suposicdes se fazem necessérias:

a) Os fatores tém média igual a zero, variancias iguais a 1 e n3o s3o correlacionados:

E(F)=0e Var(F) = E(FF') =1




O modelo fatorial ortogonal

Suposicoes do modelo

b) Os erros tém média zero, sdo ndo correlacionados e ndo necessariamente tem a
mesma variancia:

E(e) = 0eVar(e) = ¥ = diag( 1, o,-, ,) = B(ee")

c) F e € sdo independentes, isto é, fontes de variacdo distintas:

Cov(F,e) = E(eF") = 0




Propriedades do modelo fatorial

Como consequéncia da definicdo do modelo e das suposicdes apresentadas, decorrem
as seguintes propriedades:

P=LL'+VU



Propriedades do modelo fatorial

Como consequéncia da definicdo do modelo e das suposicdes apresentadas, decorrem
as seguintes propriedades:

P=LL'+VU

P Esta decomposicdo implica que as variancias das variaveis observadas podem ser
escritas como:

n?




Propriedades do modelo fatorial

> h? é a comunalidade: variancia comum de z - expressa o quanto da variabiliade
de Z, é explicada pelo modelo

P ¢, é a especificidade: variincia especifica de cada Z, - expressa o quanto da
variabilidade de Z; ndo é explicada pelo modelo.
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Propriedades do modelo fatorial

> h? é a comunalidade: variancia comum de z - expressa o quanto da variabiliade
de Z, é explicada pelo modelo

P ), é a especificidade: variincia especifica de cada Z; - expressa o quanto da
variabilidade de Z; ndo é explicada pelo modelo.

Além disso, as covariancias das variaveis observadas podem ser escritas como:

Cov(Z;, Zy) = lnlpa + Lislya + - + Ll 4k =1,--,p (i F k)

Cov(z, F) = Cor(z, F) =L



Métodos de Estimacao

P Método das componentes principais: baseia-se na analise de componentes
principais. Em geral, utilizado como um anélise exploratéria dos dados, em termos
dos fatores subjacentes
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Métodos de Estimacao

P Método das componentes principais: baseia-se na analise de componentes
principais. Em geral, utilizado como um anélise exploratéria dos dados, em termos
dos fatores subjacentes

P Método dos fatores principais: refina a solucio apresentada pelo método das
componentes principais

P Método da maxima verossimilhanca: supde que os dados seguem uma
distribuicdo normal multivariada



Métodos de estimacdao: Componentes Principais

Considerando m < p o niimero de fatores comuns, a matriz de cargas fatoriais,
estimada pelo método dos componentes principais, fica dada por:

L= Ve, Vae, — VAue, ]



Métodos de estimacdao: Componentes Principais

Considerando m < p o niimero de fatores comuns, a matriz de cargas fatoriais,
estimada pelo método dos componentes principais, fica dada por:

L= [ \5@1 \52@2 \/imém ]
E a matriz de especificidades é dada por:

~ Ant

¥ = diag(R — LL)



Métodos de estimacdao: Componentes Principais

Considerando m < p o niimero de fatores comuns, a matriz de cargas fatoriais,
estimada pelo método dos componentes principais, fica dada por:

L= [ \5@1 ﬁzéz \/imém ]
E a matriz de especificidades é dada por:

~ Ant

¥ = diag(R — LL )

Aproximacdo de R
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Matriz residual:
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Métodos de estimacdao: Componentes Principais

Matriz residual:

MRes=R— (L1 + )

P Pode servir como critério de avaliacdo do modelo

P> Seus valores deveriam ser préximos de zero
P Matriz é nula somente quando o valor de m é igual a p



Métodos de estimacdao: Componentes Principais

Matriz residual:

MRes = R — (f/lAlt +0)

P Pode servir como critério de avaliacdo do modelo

P> Seus valores deveriam ser préximos de zero
P Matriz é nula somente quando o valor de m é igual a p

P Os elementos da diagonal da matriz R s3o reproduzidos exatamente pelo modelo

P O mesmo n3o ocorre para os outros elementos da matriz R (covariancias das
varidveis Z; e Z;)



Métodos de estimacdao: Componentes Principais

Proporcdo da variabilidade total explicada pelo fator

p 9
-1

~ . K3
Proporcao explicada,, =

J b




Métodos de estimacdao: Componentes Principais

Proporcdo da variabilidade total explicada pelo fator

p 9
-1

(2

Proporcdo explicada,, =
Y F, D

P> Representa o quanto cada fator consegue captar da variabilidade original das
varidveis Z;.
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P Também chamado Método de Componentes Principais Iterativo
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P Também chamado Método de Componentes Principais Iterativo

P Ideia basica: Refinar as estimativas de L e \T/ encontradas a partir do método
das componentes principais.



Métodos de estimacdo: Fatores Principais

P Também chamado Método de Componentes Principais Iterativo

P Ideia basica: Refinar as estimativas de L e \Tl encontradas a partir do método
das componentes principais.

» Procedimento:

VVVVYY

Estimativas iniciais pelo método das componentes principais

Troca dos elementos da diagonal de R pelas comunalidades estimadas

Novas estimacdes a partir da matriz R

Substituicdo dos elementos da diagonal principal pelas comunalidades estimadas
Procedimento é repetido até que as diferencas entres as comunalidades estimadas
sejam despreziveis



Métodos de estimacdo: Maxima Verossimilhanca

S6 pode ser utilizado quando a forma da distribuicdo de probabilidades é conhecida

P Suposicio:
P Vetor aleatério z tem distribuicio normal p-variada



Métodos de estimacdo: Maxima Verossimilhanca

S6 pode ser utilizado quando a forma da distribuicdo de probabilidades é conhecida

P Suposicio:

P Vetor aleatério z tem distribuicio normal p-variada

P Consequéncia:

P> Vetor das variaveis padronizadas é normal p-variado
P Fatores tem distribuicdo normal multivariada com vetor de médias zero e matriz de
covariancias I,

P Erros tem distribuicdo normal p-variada com vetor de médias zero e matriz de
covariancias U,



Métodos de estimacdo: Maxima Verossimilhanca

A funcdo de verossimilhanca considerando uma amostra aleatéria de tamanho n
observada no vetor aleatério z é dada por:

1 1<
L(0,P) = . —exp{ —= Y Z(LL'+ )1z,
OO p{ 2



Métodos de estimacdo: Maxima Verossimilhanca

A funcdo de verossimilhanca considerando uma amostra aleatéria de tamanho n
observada no vetor aleatério z é dada por:

1 1< "
L(0,P) = o —exp{ —= A(LLY + W)z,
0 T p{ 2 Y }

P A func3o de verossimilhanca depende da matrizes L e W, através da matriz de
correlacdo P.



Métodos de estimacdo: Maxima Verossimilhanca

P Os estimadores de maxima verossimilhanca de L e ¥ s3o as matrizes L e ¥ que
maximizam a func3o de verossimilhanca L(0, P).



Métodos de estimacdo: Maxima Verossimilhanca

P Os estimadores de maxima verossimilhanca de L e ¥ s3o as matrizes L e ¥ que
maximizam a func3o de verossimilhanca L(0, P).

P Maximizacdo é feita por métodos numéricos.



Métodos de estimacdo: Maxima Verossimilhanca

P Os estimadores de maxima verossimilhanca de L e ¥ s3o as matrizes L e ¥ que
maximizam a func3o de verossimilhanca L(0, P).

P Maximizacdo é feita por métodos numéricos.

P Método mais sofisticado que os métodos de componentes e fatores principais:
produz estimativas mais precisas



Métodos de estimacdo: Maxima Verossimilhanca

Cuidado!

P Esta fundamentado na suposicio de normalidade multivariada dos vetores z,
Fee
P Apenas a normalidade do vetor z pode ser investigada a priori a partir dos
dados amostrais
P> Fatores e erros s3o variaveis aleatérias nio observaveis



Métodos de estimacdo: Maxima Verossimilhanca
Cuidado!

P Esta fundamentado na suposicio de normalidade multivariada dos vetores z,
Fee
P Apenas a normalidade do vetor z pode ser investigada a priori a partir dos

dados amostrais
P> Fatores e erros s3o varidveis aleatérias n3o observaveis

@ Observacio Importante

P O método de estimacio por Maxima Verossimilhanca (ML) pode ser
utilizado na Andlise Fatorial mesmo quando os dados ndo seguem uma
distribuicdo normal multivariada. A falta de normalidade afeta
principalmente os testes de significancia (2, IC), mas nio compromete a
qualidade da extracdo dos fatores. ML é robusto para escalas Likert com 5
ou mais categorias.




Rotacdo dos fatores

Uma propriedade importante do modelo fatorial ortogonal é a falta de unicidade das
cargas fatoriais: se L satisfaz a relacdo P = LL'+ U, entdo L* = LT, tal que
TT' = T'T = I (T ortogonal), também satisfaz:

L'L"+U = (LT)(LT)! +V = LTT'L' + U
=LIL'+V=LL'+0¥ =P



Rotacdo dos fatores

Uma propriedade importante do modelo fatorial ortogonal é a falta de unicidade das
cargas fatoriais: se L satisfaz a relacdo P = LL'+ U, entdo L* = LT, tal que
TT' = T'T = I (T ortogonal), também satisfaz:

L'L* +U = (LT)(LT)! + ¥ = LTT'L' + U

— LI+ U =LL'+ U =P
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A matriz de residuos permanece a mesma (h? e U,)



Rotacdo dos fatores

Uma propriedade importante do modelo fatorial ortogonal é a falta de unicidade das
cargas fatoriais: se L satisfaz a relacdo P = LL'+ U, entdo L* = LT, tal que
TT' = T'T = I (T ortogonal), também satisfaz:

L'L"+U = (LT)(LT)! +V = LTT'L' + U
=LIL'+V=LL'+0¥ =P

~ ~

A matriz de residuos permanece a mesma (h? e U,)

~at

~ ~k Kt
R—LL - V=R—-LL -V

~ ~ k
P Do ponto de vista estatistico é irrelevante obter L ou L



Rotacdo dos fatores

Comentarios

P Uma vez extraidos os fatores, temos a chamada matriz de cargas fatoriais.
Nesta matriz, cada elemento indica o grau de correspondéncia entre a varidvel e o
fator;

P Com a rotac3o, busca-se uma estrutura mais simples: loadings originais podem
ndo ter facil interpretacao

P Ideal: encontrar um padrdo de loadings tais que cada varivel carregue-se
fortemente em um dnico fator (com loadings moderados nos outros fatores)

P Nem sempre é possivel obter esta estrutura mais simples



Rotacdo dos fatores

Ao rotacionar a matriz fatorial, busca-se redistribuir a variancia dos primeiros fatores
para os Ultimos, a fim de atingir um padr3o fatorial mais simples e teoricamente mais
significativo.

Table 3: Cargas fatoriais dos dois fatores extraidos

Variaveis Fator 01 Fator 02

1% 0,50 0,82
v, 0,60 0,61
v, 0,91  —0,22
Vv, 0,82  —0,30

Vs 0,49  —0,50




Rotacdo dos fatores

2 agrupamentos: As cargas fatoriais, contudo, ndo parecem t3o Obvias
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Rotacdo dos fatores

Table 4: Cargas fatoriais estimadas para dois

Rotacdo Ortogonal

fatores
Variaveis Fator 01 Fator 02
Vi 0,03 0,90
V, 0,19 0,82
Vs 0,95 0,22
V, 0,89 0,12
Vs 0,78 —0,12
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Rotacdo dos fatores

P Os métodos de rotacio tém como objetivo simplificar as linhas e colunas da
matriz fatorial para facilitar a interpretacdo

P Maximizar a carga de uma variavel em um dnico fator
P Reduzir ao maximo o niimero de variéveis com cargas altas por fator



Rotacdo dos fatores

P Os métodos de rotacio tém como objetivo simplificar as linhas e colunas da
matriz fatorial para facilitar a interpretacdo

P Maximizar a carga de uma variavel em um dnico fator
P Reduzir ao maximo o niimero de variéveis com cargas altas por fator

P> Alguns critérios para encontrar matriz ortogonal:
P Varimax
P Quartimax
P Orthomax



Rotacdo dos fatores

P Critério Varimax: E um dos mais utilizados. Em geral, produz solucdes mais
simples
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Rotacdo dos fatores
P Critério Varimax: E um dos mais utilizados. Em geral, produz solucdes mais
simples

P Critério Quartimax: Tem tendéncia de gerar fatores, onde todas as variaveis tém
loadings elevados

P Critério Orthomax: E uma média ponderada dos dois outros métodos



Rotacdo dos fatores

Comentarios
P Qualidade de ajuste: A rotac3o n3o acrescenta nenhuma melhoria em relacio ao
ajuste original

P Matriz residual original n3o é alterada pela transformac3o ortogonal
P> Valores estimados de comunalidade e variancias especificas permanecem inalterados

P Interpretacdo: Novos fatores podem ser de mais facil interpretacdo

P Quando a solucdo sem rotacio ja é de boa qualidade, n3o se recomenda rotac3o:
Solucdo rotacionada pode ser pior



Quantos fatores usar?
Para determinar o valor de m...
P> Analisar a proporcio da variacio total dos dados atribuida ao j-ésimo fator, dada

por:

, j=1,2,---,m, se usarmos R

S
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Quantos fatores usar?
Para determinar o valor de m...
P> Analisar a proporcio da variacio total dos dados atribuida ao j-ésimo fator, dada

por:

j=1,2,---,m, se usarmos R

Y

S

P Critério de Kaiser: retencio dos fatores com autovalor associado superior a 1;

P Grafico scree-plot

P> Anélise paralela de Horn



Quantos fatores usar?

P Conjugar indicadores estatisticos a:
P> Interpretacdo pratica dos resultados;
P Busca de uma solucdo parcimoniosa;
P Possivel indicacido do niimero de fatores segundo a teoria da area;



Quantos fatores usar?

P Conjugar indicadores estatisticos a:

P> Interpretacdo pratica dos resultados;
P Busca de uma solucdo parcimoniosa;
P Possivel indicacido do niimero de fatores segundo a teoria da area;

» Bom senso (sempre!).



Quantos fatores usar?

Comentarios

P Método de maxima verossimilhanca: Mudanca de valor de m altera as
estimativas dos loadings

P Método de componentes principais: Aumento no valor de m n3o altera os
loadings para os fatores obtidos anteriormente

P Quando os dados provém de distribuicio normal multivariada
P Usar método de componentes principais como analise exploratéria dos fatores e
estimac3o do valor provavel de m
P> Posteriormente, qualidade da soluc3o inicial podera ser melhorada pelo uso do
método de maxima verossimilhanca



Interpretacao dos fatores
Avaliacdo da significancia estatistica baseada no tamanho da amostra

Table 5: Tamanho minimo de amostra recomendado em funcdo da carga fatorial

Carga Fatorial Tamanho da amostra

0,30 350
0,35 250
0,40 200
0,45 150
0,50 120
0,55 100
0,60 85
0,65 70
0,70 60

0,75 50




Interpretacao dos fatores

Interpretacdo de uma matriz de cargas fatoriais em 5 passos

Passo 01 Passo 02
Examine a matriz de] ,__r Identifique as cargas
cargas fatoriais J o lsig nificantes para cada variavel
Passo 03
rAvalie as comunalidades
L das variaveis
Passo 04 Passo 05

Reespecifique 0 modelo fatorial] »| Rotule os fatores
se necessario J o




Interpretacao dos fatores

Algumas situacdes podem ser encontradas

A variavel tem carga cruzada

Variavel Fator 01 Fator 02 Comunalidade

(2

V; —0,64 —0, 56 0,72




Interpretacao dos fatores

Algumas situacdes podem ser encontradas

A variavel nao possui cargas significantes

Variavel Fator 01 Fator 02 Comunalidade

(2

V; —0,25 0,19 0,10




Interpretacao dos fatores

Algumas situacdes podem ser encontradas

Mesmo com cargas significantes, a comunalidade é baixa

Variavel Fator 01 Fator 02 Comunalidade

(2

V; 0,00 0,40 0,16




Interpretacao dos fatores

Alternativas

P Ignorar as variaveis problematicas e interpretar a solucio fatorial como ela é,
observando que as variaveis em questao sdo pobremente representadas na solucao
fatorial;
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Interpretacao dos fatores

Alternativas
P Ignorar as variaveis problematicas e interpretar a solucio fatorial como ela é,

observando que as variaveis em questao sdo pobremente representadas na solucao
fatorial;

P Avaliar cada variavel para uma possivel eliminacao e reespecificar o modelo apés
sua retirada;

P Empregar um método alternativo de rotacio;

P Diminuir/aumentar o nimero de fatores para avaliar se a nova estrutura
fatorial representara as variaveis problematicas;



Comentarios finais sobre analise fatorial

P Matriz de residuos: A observacio da matriz de residuos muitas vezes, pode
indicar quando o nimero de fatores estd superdimensionado

P Ex.: Se m nio for muito pequeno e a matriz de residuos estiver préxima de zero,
recomenda-se testar outras solucdes para m menores que o valor j& especificado
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P Ex.: Se m nio for muito pequeno e a matriz de residuos estiver préxima de zero,
recomenda-se testar outras solucdes para m menores que o valor j& especificado

P A anilise fatorial deve ser utilizada apenas se utilizada em situacdes em que as
variaveis originais sdo correlacionadas: Evitar solucGes com m elevado tal que
determinados fatores fiquem relacionados com uma dnica variavel original



Comentarios finais sobre analise fatorial

P Matriz de residuos: A observacio da matriz de residuos muitas vezes, pode
indicar quando o nimero de fatores estd superdimensionado

P Ex.: Se m nio for muito pequeno e a matriz de residuos estiver préxima de zero,
recomenda-se testar outras solucdes para m menores que o valor j& especificado

P A anilise fatorial deve ser utilizada apenas se utilizada em situacdes em que as
variaveis originais sdo correlacionadas: Evitar solucGes com m elevado tal que
determinados fatores fiquem relacionados com uma dnica variavel original

P> Em situacdes em que aparecem fatores relacionados a uma dnica variavel Z, é
recomendavel retirar a varidvel Z; e reestimar o modelo de analise fatorial



Usos adicionais dos resultados da AFE

Como posso usar os resultados de uma AFE em analises subsequentes?

P> Selecdo de variaveis substitutas para analise subseqiiente
P> E selecionada a variavel com maior carga no fator para atuar como variavel
substituta representativa (deve considerar o conhecimento que o pesquisador tem
da teoria).



Usos adicionais dos resultados da AFE

Como posso usar os resultados de uma AFE em analises subsequentes?

P> Selecdo de variaveis substitutas para analise subseqiiente

P E selecionada a varidvel com maior carga no fator para atuar como variavel

substituta representativa (deve considerar o conhecimento que o pesquisador tem
da teoria).

P> Escores Fatoriais: representacio de cada individuo no espaco fatorial. A
estimac3do dos escores fatoriais necessita de métodos estatiscos elaborados, sendo
0s mais conhecidos os métodos da regressdo e dos minimos quadrados ponderados.



Escores fatoriais

P Método dos Minimos Quadrados Ponderados:



Escores fatoriais

P Método dos Minimos Quadrados Ponderados:

P Método da Regressdo: suposicio de normalidade multivariada para z, F e €

F=L(EL +0) 2



Contexto: empresa Telco

P Operadora de telefonia mével em cidade do interior
P> Pesquisa de satisfacdo com os clientes apés um ano de operacio
P Questionario com 10 itens (P1-P10) em escala de 0 a 10



Contexto: empresa Telco

Os itens avaliam, por exemplo:

P Intensidade do sinal

P Qualidade do servico e das informacdes
P Justica nas tarifas

P Distribuicio geografica do sinal

P Plano de servicos

P Desconfianca em relacio a empresa

P Tecnologia, atenc3o e atendimento



[tens e variaveis

Vamos representar os 10 itens por varidveis X1, ...

VVVVVVVVYVYY

X: intensidade do sinal

X, distribuicdo geografica do sinal

X3 tecnologia adotada

X,: atendimento como um todo

X5: injustica nas tarifas

Xg: plano de servicos

X: qualidade das informagdes

Xy servico prestado ao cliente

Xg: atencdo dedicada ao cliente

X, atendimento especificamente ao cliente



Objetivo da anélise

Objetivo: identificar dimensoes latentes da qualidade percebida.



Objetivo da anélise

Objetivo: identificar dimensdes latentes da qualidade percebida.

# Instale o pacote pacman primeiro, se ainda n&o o tiver
if (!requireNamespace("pacman", quietly = TRUE)) {
install.packages("pacman")

¥

# Use p_load para instalar e carregar pacotes
pacman: :p_load(tidyverse, psych, GPArotation, ggcorrplot, janitor, corrr,



Lendo os dados Telco

path <- "https://raw.githubusercontent.com/tiagomartin/est014/refs/heads/m
telco <- read_csv(path, show_col_types = FALSE) %>
clean_names ()

glimpse(telco)

Rows: 875

Columns: 10
x1 <dbl>
x2 <dbl>
x3 <dbl>
x4 <dbl>
x5 <dbl>
x6 <dbl>
x7 <dbl>
x8 <dbl>
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.021634,
.417002,
.203575,
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474652,
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.192175,
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.634654,
.989637,
.548522,
.167249,
.527241,
.155799,
.303569,
.652853,
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.076795, 5.145240,

2 .296529,
5
3
5
.432190, 7.381899,
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.652786,
.394790,
.935702,
.572431,
.857968,
.834656,
.221692,

NAQ91 1K

.265094,
.401388,
.446864,
.960152,
.401869,
.987190,
.3635638,
.371027,

oy Al alsTals)

.9556671, 5.005566,
.000841, 3.084402,
.442697, 4.541976,
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Matriz de correlacao

R <- cor(telco, use = "pairwise.complete.obs")
R

x1 x2 x3 x4 x5
x1  1.0000000000 0.4781493696 0.7589493789 -2.140846e-03 0.0053772224
x2  0.4781493696 1.0000000000 0.5673144741 -6.145747e-03 0.0072963197
x3  0.7589493789 0.5673144741 1.0000000000 -5.368382e-04 0.0047779539
x4 -0.0021408464 -0.0061457470 -0.0005368382 1.000000e+00 -0.5773156240
x5 0.0053772224 0.0072963197 0.0047779539 -5.773156e-01 1.0000000000
x6  0.5414366524 0.4011884586 0.6425555030 7.028403e-01 -0.4256035677
x7 0.0014174056 -0.0011068157 0.0020693251 5.251678e-01 -0.3252902914
x8  0.0075964582 0.0028010661 0.0011511906 7.496806e-03 -0.0041722500
x9 0.0001745702 0.0013298066 0.0008497782 -3.530898e-03 -0.0026125521
x10 0.0067917792 0.0001410227 0.0044244904 3.148538e-05 0.0004600118

x6 x7 x8 x9 x10
x1 0.541436652 0.0014174056 0.007596458 0.0001745702 6.791779e-03
<9 0 401188459 -0 0011068157 0O 002801066 0O 0013298066 1 410227e-04



Visualizacao da matriz de correlacao

ggcorrplot(

R,

type = "full",

lab = TRUE,

title = "Matriz de correlagdo - Itens Telco"
)

Matriz de correlacdo — Itens Telco

x10 0.01 O 0 0 0 0 0 053 —0.43.
X9 0 0 0 0 0 0 0 ..—0.43
x8 001 O 0 001 0 001 O .. 0.53
X7 0 0 0 0.53 -0.33 0.39 . 0 0 0
x6 0.54 0.4 ..—0.43. 039 0.01 O 0

vE OO N1 N N1 n _NAD2 _ N2 N n n




Visualizacdo da matriz de correlacao

## Variavetis aparentam se agrupar em tres grupos
tidy_cors <- telco %>% correlate() %>} stretch()
graph_cors <- tidy_cors %>% filter(abs(r) > .3) %> graph_from_data_frame
ggraph(graph_cors, layout = "stress") +
geom_edge_link(alpha = 0.5) +
geom_node_point(size = 4) +
geom_node_text(aes(label = name), repel = TRUE, size = 5) +
theme _minimal ()

X3

10




Medidas de adequacado a AFE
KMO - Kaiser-Meyer-Olkin
KMO (R)

Kaiser-Meyer-0Olkin factor adequacy
Call: KMO(r = R)
Overall MSA 0.63
MSA for each item =
x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8 x9 x10
0.85 0.93 0.56 0.46 0.93 0.55 0.94 0.58 0.60 0.79

» KMO geral > 0,60 — dados adequados para AFE
P MSA de X, < 0,5 — apresenta adequabilidade insuficiente, podendo ser retirada
da analise



Medidas de adequacado a AFE
Teste de esfericidade de Bartlett

cortest.bartlett(R, n = nrow(telco))

$chisq
[1] 5049.455

$p.value
(11 0

$df
[1] 45

P p-valor de Bartlett < 0,05 — correlacdes ndo s3o nulas



Escolha do ndmero de fatores: Parallel Analysis
set.seed(123)

fa.parallel(

telco,
fm = "ml",
fa = "fa",
main = "Parallel Analysis - Caso Telco"
)
Parallel Analysis — Caso Telco
o
™

—>— FA Actual Data
A FA Simulated Data
----  FA Resampled Data

cipal factors
2.0




Escolha do ndmero de fatores: Parallel Analysis

P Comparamos autovalores observados com autovalores obtidos ao acaso.

P Mantemos os fatores com autovalores acima da linha simulada.

n_fatores <- 3



Ajuste da AFE

fa_telco <- factanal(

X = telco,
factors = n_fatores,
rotation = "none",
scores = "none"

print(fa_telco, digits = 3, cut = 0.30) # n = 875: cargas acima de 0,30 sa

Call:
factanal(x = telco, factors = n_fatores, scores = "none", rotation = "none

Uniquenesses:
x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8 x9 x10
0.359 0.642 0.101 0.056 0.647 0.016 0.707 0.019 0.360 0.711



Ajuste da AFE

Analisando as cargas significativas

P X, - Apresenta cargas cruzadas - fatores 01 e 03 - h?
P X, - Apresenta cargas cruzadas - fatores 01 e 03 - h?
P X, - Apresenta cargas cruzadas - fatores 01 e 03 - h?
P X, - Apresenta cargas cruzadas - fatores 01 e 03 - h?
P X - Apresenta cargas cruzadas - fatores 01 e 03 - h?
X - fator 01 - h?: 0,984 - MSA: 0,55
X, - Apresenta cargas cruzadas - fatores 01 e 03 - h?
Xy - fator 02 - h?: 0,981 - MSA: 0,58
X, - fator 02 - h2: 0,640 - MSA: 0,60
X, - fator 02 - h%: 0,289 - MSA: 0,79

\AAAA4

: 0,641 - MSA:
: 0,358 - MSA:
: 0,899 - MSA:
: 0,944 - MSA:
: 0,353 - MSA:

: 0,293 - MSA:

0,85
0,93
0,56
0,46
0,93

0,94



Vamos em busca de uma solucao melhor: rotacao Varimax()

varimax(fa_telco$loadings)

$loadings
Loadings:

Factorl Factor2 Factor3
x1 0.801
x2 0.598
x3 0.948
x4 0.971
x6 -0.594
x6  0.729 0.673
x7 0.541
x8 0.991
x9 -0.800

x10 0.538



Rotacdo Varimax()

Analisando novamente as cargas significativas

» X, - fator 03
» X, - fator 03
» X, - fator 03
» X, - fator 01
» X, - fator 01

> Xg - Apresenta cargas cruzadas - fatores 01 e 03 - h2: 0,984 - MSA: 0,55
» X, - fator 01

P X, - fator 02

» X, - fator 02

» X, - fator 02



Segunda tentativa: excluir da analise a variavel X, (MSA inadequado)

telco2 <- telco %>% select(-x4)

fa_telco2 <- factanal(

X = telco2,
factors = n_fatores,
rotation = "varimax",
scores = "none"

print(fa_telco2, digits = 3, cut = 0.30) # n = 875: cargas acima de 0,30 s
Call:
factanal (x = telco2, factors = n_fatores, scores = "none", rotation = "var

Uniquenesses:
~ 1 ~ D) 2 ~ = ~ R ~'7 ~Q ~Q 10N



Terceira tentativa: voltar para a analise a varidvel X, e retirar a variavel
Xg

telco3 <- telco %>Y% select(-x6)

fa_telco3 <- factanal(

X = telco3,
factors = n_fatores,
rotation = "none",
scores = "Bartlett"

print(fa_telco3, digits = 3, cut = 0.30) # n = 875: cargas acima de 0,30 s

Call:
factanal (x = telco3, factors = n_fatores, scores = "Bartlett", rotatio:



Solucdo final excluindo X da analise

P Fator 01: associado a X, X4 e X
P Interpretacdo: dimens3o relacionada a atendimento / relacionamento com o cliente
P Fator 02: associado a X, X, e X,

> Interpretacdo: dimensdo de qualidade técnica / infraestrutura (sinal, distribuic3o,
tecnologia)

P Fator 03: associado a X, X; e X

P Interpretacdo: dimens3o de plano, informacgdes e justica tarifaria



Solucdo final excluindo X da analise

loadings_nr <- fa_telco3$loadings |>
unclass() [|>

as.data.frame() |>
rownames_to_column("item")

ggplot (loadings_nr, aes(x = Factorl, y = Factor2, label = item)) +
geom_hline(yintercept = 0, linetype = "dashed", color = "grey70") +
geom_vline(xintercept = 0, linetype = "dashed", color = "grey70") +
geom_point(size = 3) +

geom_text_repel(size = 5) +

labs(

title = "Mapa das cargas ndo rotacionadas - Fator 1 x Fator 2",

x = "Factor 1",

y = "Factor 2"

) +

theme_minimal (base_size = 14)



Solucdo final excluindo X da analise

Pontos a destacar:

P Proporcio da variabilidade explicada por cada fator

P Fator 1: cerca de 21%
P Fator 2: cerca de 21%
P Fator 3: cerca de 18%

P Proporcio da variabilidade explicada pelo modelo 0.60:

P A solucio de 3 fatores explica aproximadamente 60% da variancia total das
variaveis padronizadas.

P Para um estudo com itens de questionario (escala de 0 a 10), essa proporcio é

considerada muito boa.



